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Premiére partie de I'épreuve

Exercice national 1
Nombre de diviseurs, somme des diviseurs d’un entier

On rappelle qu’un nombre entier m est un multiple d’'un nombre entier d s’il existe un nombre entier q tel que
m = dq. Dans ce cas, on dit aussi que d est un diviseur de m. Ce vocabulaire ne s’utilise que pour les nombres
entiers. Dans la suite, on ne considérera que les diviseurs positifs d’un entier n.

1. Quels sont les diviseurs de 6 ? Quels sont les diviseurs de 101 ? Quels sont les diviseurs de 361 ? Quels sont
les diviseurs de 2 0217?

2. Quelle est la somme des diviseurs de 67 Quelle est la somme des diviseurs de 101 ? Quelle est la somme des
diviseurs de 361 ? Quelle est la somme des diviseurs de 2 021 ?

Pour tout nombre entier naturel non nul n, on note N(n) le nombre des diviseurs de n, et S(n) la somme des
diviseurs de n.
3. Pour chacun des nombres 6,101,361, 2 021 vérifier I'inégalité :

25(n) < (n+1)N(n)

4. A tout diviseur d d’un entier n non nul on associe I'entier q tel que n = dgq. Si les diviseurs de n sont
dq,dy, d3, ..., dym)-1,1, ON note respectivement qq, g3, 43, ---, dn(n)—1, 1 les nombres qui leur sont associés au
sens défini ci-dessus.
a. EvaluerlasommeT(n) =d; + dy + ds+ ..+ dymy-1+n+ @+ @2+ gz + .+ quay-1 +1
b. Si a et b sont des nombres supérieurs ou égaux a 1, montrer que :

at+b<ab+1
c. En déduire, pour des nombres d et g tels que dg = n, l'inégalité

d+g<n+1
d. En déduire finalement que l'inégalité

25(n) < (n+1)NMn)

est réalisée pour tout entier naturel n non nul.

5. a. Avec les notations employées ci-dessus, montrer que I'égalité
25(n) =(n+ DN®) (%)

n’est réalisée que si, pour chacun des diviseurs d de n, I'égalité
d+g=n+1
est réalisée.

b. En déduire que seuls 1 et les nombres premiers peuvent satisfaire I'égalité (*)

c. La réciproque est-elle vraie ?



Exercice national 2

Entiers N — décomposables

On donne un entier N supérieur ou égal a 1.
On dit qu’un entier naturel k est N —décomposable s’il existe des entiers naturels g et r tels que :

k=q+r
) {kz =gqN+r
Par exemple, le nombre 5 est 21 —décomposable, puisque {52 E?i -2|_14+ & le nombre 28est

28=12+16

64 —décomposable, puisque {282 —12%x 64416

A. Quelques exemples
1. a. Le nombre 7 est-il 22 —décomposable ? Est-il 10 —décomposable ?
b. Le nombre 45 est-il 100 —décomposable ?

2. a. Justifier qu’il y a exactement deux nombres 1 —décomposables.
b. Justifier qu’il y a exactement trois nombres 2 —décomposables.

3. Soit N un entier supérieur ou égal a 1.

a. Le nombre N est-il N —décomposable ?

b. Prouver que N — 1 est N —décomposable.

¢. Prouver que si N > 4, alors 2 n’est pas N —décomposable.

B. Une étude des nombres N —décomposables

Soit N un entier supérieur ou égal a 1.

1. a. Prouver que si k est N —décomposable, alors 0 < k < N.

b. Quels sont les entiers 3 —décomposables ? Quels sont les entiers 4 —décomposables ?

2. Prouver que si N > 2 et si k est N —décomposable, alors il existe un unique couple (g, r) d’entiers vérifiant le
systeme (S).

3. a. Soit k un nombre N —décomposable. Justifier qu’il existe un entier g compris entre 1 et k tel que k soit
solution de I’équation x2 —x — q(N — 1) = 0.

b. Prouver que, réciproquement, si k est un entier naturel et qu’il existe un entier g compris entre 1 et k tel que
k soit solution de I'équation x2 — x — q(N — 1) = 0, alors k est N —décomposable.

c. Soit p un entier supérieur ou égal a 1. Prouver que le nombre 2P71(2P — 1) est 22P —décomposable.

4. Prouver que si k est N —décomposable, alors N — k est N —décomposable.
5. Dans cette question, on suppose que N est pair et que N = 4. Prouver que g n’est pas N —décomposable.

6. Justifier que, pour tout N = 3, il y a un nombre pair d’entiers N —décomposables.

7. Dans cette question, on suppose que N —1 est un nombre premier. Déterminer tous les entiers
N —décomposables.

8. On donne un entier k supérieur ou égal a 2. Prouver qu’il n’existe qu’un nombre fini d’entiers N tels que k soit
N —décomposable.
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Exercice académique 1

Parabole de sareté

A. Questions préliminaires

1. La duplication du sinus
On considere un triangle ABC isocéle en A avec AB = 1.

On notera a I'angle BAC exprimé en radian ot a E]O ,%[

Les points D et E sont respectivement les pieds des hauteurs
issues des sommets C et A.

a. Exprimer en fonction de a les longueurs AD, DB et DC.
b. Exprimer 'aire du triangle ABC en fonction de a.
¢. En décomposant ABC d’une autre fagon, exprimer l'aire du

triangle ABC en fonction de %

d. En déduire que, pour tout a e]O g[ :sina =2 cos% sin%

Pour la suite on admettra que :

sina T
e tana = —, pourtoutae]O;—[;
cosa 2

. a 4 ,
e sina =2 cos— sin—, pour tout nombre réel a.

2. Points remarquables d’une parabole
Soient a et b deux réels strictement positifs.

On considére la parabole d’équation y = —ax? + bx dans un repére
orthogonal.
a. Justifier que cette parabole passe par I'origine du repére et

. , b
par un autre point B dont les coordonnées sont (Z; 0).

w

b. Démontrer que le sommet de cette parabole est le point S de

. b b2
coordonnées |— ; — ).
2a ' 4a

B. Trajectoire d’un boulet de canon

Si on néglige les frottements et la résistance de Iair, la trajectoire d’un boulet tiré d’un point O avec une vitesse

initiale v suivant un angle d’inclinaison a par rapport a I’horizontale est la parabole d’équation :

-9 .2
Y= rteosag X T (tana)x,

ou g est I'accélération de la pesanteur (g = 9,81 m.s™2). Dans toute
la suite, la vitesse initiale notée v est fixée (elle s’exprime en m.s™1).

flache

1. La fleche est I'altitude maximale atteinte par le boulet.
2
a. Démontrer que la fleche est égale a Z—g (sina)?. .

b. Pour quel angle de tir la fleche est-elle maximale ?
On notera h la valeur de la fleche maximale. f

X

Exprimer h en fonctionde v et g.

portée



La portée est la distance de O au point d’impact du boulet avec le sol.
. . . L 202,
Démontrer que la portée est égale a 7 Sin « Cos «.

En utilisant la partie A, déterminer la valeur maximale du produit cos a sin «.
En déduire la valeur de a pour laquelle la portée est maximale.
Quelle relation simple existe-t-il entre la portée maximale et la fleche maximale ?

anT o N

3. La parabole de siireté

La figure suivante est obtenue aprés programmation en langage Python d’une simulation de 16 tirs ayant tous

pour vitesse initiale v = 30 m.s™ 1.

50

¥ en metre

100

® en metre

On peut observer que, quel que soit I'angle de départ, certains points du plan ne pourront pas étre atteints par
le boulet.

En balistique, on désigne par « parabole de sireté » la courbe qui enveloppe toutes les trajectoires paraboliques
possibles d'un projectile (assimilé a un point) lancé depuis d’un point fixe avec une vitesse initiale fixée.

Aucun point « au-dessus » de cette courbe ne peut étre atteint par le projectile ayant cette vitesse initiale : la
zone est considérée comme « slire », d'ou le nom de la courbe.

On admet que cette parabole de siireté est I'unique parabole dont le sommet a pour coordonnées (0; h), passant
par le point de coordonnées (2h ; 0).

Déterminer une équation de la parabole de sdreté.



Exercice académique 2
Jeu de « trac »

Régle du jeu:

On dispose d’un plateau de jeu comportant neuf palets mobh
numérotés de 1 a 9 (voir ci-contre).

e Chaque joueur lance deux dés, additionne les deux nombres
obtenus et abaisse une série de palets dont la somme des
numéros est égale a la somme des deux dés ;

e Siles palets 7, 8 et 9 ont été abaissés, on peut choisir de ne
lancer qu’un seul dé.

On relance ensuite les dés jusqu’a ce qu’il soit impossible de continuer.

Puis on additionne les numéros inscrits sur les palets restant.

wbut du jeu est d’obtenir le score final le plus faible. /

Exemple de partie :

Sur I'image ci-dessus, la somme des deux dés lancés est égale a 8.

Le joueur a abaissé le palet numéro 8, mais il aurait pu abaisser le 7etle 1, oule 6 etle 2, oule 5 et le 3, ou
encore les palets 5,2 et 1ou4,3 et 1.

En pratique, compte tenu du but du jeu, on cherche d’abord a abaisser les palets correspondant aux numéros les
plus élevés.

En revenant a la partie engagée sur la photo, si, a la suite du 8, on obtient en langant les dés une somme de 6,
on peut abaisser le palet numéro 6 et conserver les palets numérotés 1-2-3-4-5-7-9.

Supposons que I'on obtienne ensuite, en langant a nouveau les dés, une somme égale a 4, on peut abaisser le 4
et conserver les palets numérotés 1-2-3-5-7-9.

Avec un total de 5 au lancer suivant, on peut choisir de garder les palets numérotés 1-2-3-7-9

Avec un total de 11 au lancer suivant, on décide d’abaisser deux palets : les numéros 9 et 2.

Il ne reste plus que les palets numérotés 1-3-7.

Aprés avoir lancé les deux dés, on obtient une somme de 7 et on abaisse la palet 7.

Il ne reste que les palets numérotés 1-3. On choisit de ne lancer qu’un seul dé et I'on obtient le 2.

La partie est alors terminée et le score final est 1 + 3 = 4. Peut-étre les autres joueurs ont-ils fait mieux !

1. Déterminer le score final maximal que pourrait obtenir un joueur trés malchanceux.

2. Déterminer le nombre minimum de lancers de dés pour qu’un joueur trés chanceux réussisse a abaisser les
neuf palets.

3. Recherche de stratégies en fonction de I’état d’avancement de différentes parties indépendantes

Partie 1
a. |l ne reste, a ce stade de la partie, que les palets numérotés 1-2-3-7-9.

Pourquoi le joueur n’a-t-il aucune raison de s’inquiéter en langant a nouveau les dés ?
b. Le joueur obtient une somme égale a 7 en langant les dés et conserve les palets numérotés 1-2-3-9.

Quelle est la probabilité qu’il ne puisse pas continuer au prochain lancer ?



c. Le joueur obtient une somme égale a 11 en lancant les dés et conserve les palets numérotés 1-3.
Il choisit de ne lancer qu’un seul dé. Quelle est la probabilité qu’il ne puisse pas continuer au prochain lancer ?

Pour les parties 2 et 3 suivantes, quelle stratégie peut-on conseiller au joueur pour optimiser ses chances de
ne pas étre bloqué ?

Partie 2
Il reste, a ce stade de la partie, les palets numérotés 1-2-3-4-5-6-8-9. Le joueur obtient une somme égale a 7 en
langant les dés.

Il hésite entre abaisser les palets numérotés 1 et 6 ou les palets numérotés 2 et 5 ou ceux numérotés 3 et 4.

Partie 3
Il ne reste, a ce stade de la partie, que les palets numérotés 2-4-5.

Le joueur hésite entre lancer un dé ou deux dés.

Partie 4
Il ne reste, a ce stade de la partie, que les palets numérotés 1-2-4-5.

Vaut-il mieux que le joueur lance un dé ou deux dés ?

Si le joueur lance deux dés et obtient une somme égale a 7, quels palets abaisser : les numéros 1-2-4 ou 2-5?



