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Olympiades nationales de mathématiques

Session 2024

Exercices académiques (2h)
Candidats de la voie générale NE suivant PAS I'enseignement de spécialité mathématiques

et TOUS les candidats de la voie technologique

9 indications avant de commencer :

1. Pour cette partie, la recherche est en équipe.

2. Le sujet contient 5 pages numérotées de 1/5 a 5/5.

3. Les regles, compas, rapporteurs, équerre, ciseaux et calculatrices sont autorisées selon la
réglementation en vigueur.

4. Enlieu et place de votre nom vous porterez sur votre copie le nom du groupe ainsi que les numéros des
membres du groupe qui vous sera donné par I’établissement.

5. Afin de faciliter le travail de correction, il est demandé de rédiger sur des feuilles distinctes les solutions
des exercices 3 et 4 (un en téte par exercice) et de numéroter, par exercice, vos pages.

6. Sivous n’arrivez pas a formuler une réponse compléte, il est néanmoins conseillé d’exposer le bilan des
recherches que vous avez pu entreprendre. |l est également conseillé d’accorder une heure a un premier
exercice, puis de passer au deuxieme quitte a revenir ensuite au premier.

7. Sivous repérez ce qui vous semble étre une erreur d’énoncé, indiquez-le sur votre copie en expliquant
les initiatives que vous avez été amenés a prendre et poursuivez votre composition.

8. Il nest pas nécessaire de résoudre toutes les questions des deux exercices pour obtenir en fin de
compte la note ou une appréciation maximales.

9. Les énoncés doivent étre rendus au moment de quitter définitivement la salle de composition.
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Exercice 3

Un polyomino est une figure obtenue par un assemblage de carrés identiques :

e Les différents carrés constituant un polyomino ne peuvent se chevaucher.
e Parailleurs, quand deux carrés sont en contact, ils doivent se toucher par un coté complet.

En fonction du nombre de carrés constituant un polyomino, on parlera de monomino (un seul carré), de domino (deux
carrés), triomino (trois carrés), et ainsi de suite.

m m o [T

Monomino Domino Triomino Tétramino. fl g ure 1 )

Deux polyominos sont considérés comme identiques s’ils sont « superposables » (par rotation, symétrie, translation).

Par exemple, les trois pentaminos ci-contre sont identiques. [F ﬂ
(figure 2)

Partie A
Le tableau ci-contre donne le nombre B, de polyominos 1 5 3 2 5
différents en fonction du nombre n de carrés le constituant.
P, 1 1 2 5

1. Montrer que P, = 5.

2. Compléter le tableau en déterminant Ps.

3. Pour tout entier naturel non nul n, P, est-il une fonction affine den ?

4. De méme, peut-on déterminer trois réels a, b et c tels que pour tout entiern > 2 :

P,=an*+bn+c?

Partie B

Pour m et n entiers naturels non nuls, notons R(m, n) le rectangle constitué de carrés identiques a ceux d’un polyomino
donné : m carrés dans sa longueur et n carrés dans sa largeur.

Voici par exemple R(6,2) :

On désigne aussi par C(n) le rectangle R(n, n).

On consideére un triomino en forme de L comme représenté ci-contre.

1.
a. Montrer que I'on peut construire un rectangle en assemblant des triominos en forme de L.
On dira alors qu’on a pavé ce rectangle a I'aide de triominos L et que ce rectangle est pavable par le triomino L.
b. En déduire qu’on peut paver un carré C(6) a I'aide de triominos en forme de L.
A I'aide de triominos en forme de L, déduire de la question précédente un pavage d’un agrandissement
de facteur 6 du triomino en forme de L. (voir le renvoi * en bas de cette page).
2.
a. AVlaide de triominos en forme de L, trouver un pavage d’un agrandissement de facteur 2 du triomino en
forme de L.
b. Soit k un entier naturel non nul.
A l'aide de triominos en forme de L, déduire de 2a une méthode pour construire un pavage d’un
agrandissement de facteur 2% d’un triomino en forme de L.
G F
*¥a :) (*) Ici le carré DEFG est un agrandissement de facteur 2 du carré DCBA.
e I On remarquera les alignements nécessaires pour parler d’agrandissement.
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Partie C

On dit qu’un polyomino P est :

e rectifiable lorsqu’il existe un rectangle pavable avec le polyomino P ;

e auto-pavant lorsqu’il existe un agrandissement de lui-méme pavable avec ce polyomino P.

1. Soit n un entier naturel avec n = 3. Montrer gu’il existe toujours un polyomino rectifiable résultant d’un

assemblage de n carrés et qui ne soit pas un rectangle.

2. Paver un rectangle R(10,5) par un pentamino de forme celui de la figure 2. Que peut-on en déduire ?
3. Donner un pentamino non rectifiable en expliquant pourquoi il ne vous semble pas rectifiable.

4. On considere un polyomino P rectifiable et I'on suppose que ce polyomino pave le rectangle R(m, n).
a. Expliquer comment obtenir un pavage du rectangle R(m X n,m) a partir du pavage de R(m, n).

En déduire un pavage du carré C (m X n).

b
c. Montrer qu’il est alors possible d’obtenir un agrandissement du polyomino initial selon un facteur m X n.
d

En déduire une propriété pour les polyominos rectifiables.

Partie D

On dit qu’un polygone est pavant lorsqu’un ensemble de ses
configurations permet de paver le plan (une application des
polygones pavants est celle de pouvoir carreler une piéce plane avec
des carreaux ayant pour forme celle du polygone, quitte a faire
quelques découpages d’ajustement sur les bords).

1. Montrer qu’un pentagone régulier n’est pas pavant.

2.  Montrer que tout polyomino rectifiable est pavant.

sl
]
T

Hexamino pavant

3. Onadmet que la proposition suivante est vraie : « Si un polyomino est auto-pavant alors il est pavant ».

Sa réciproque est-elle vraie ?

3
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Exercice 4 (éléves n’ayant pas suivi I'enseignement de spécialité)

Partie A

Imaginons une monnaie appelée Zlork (ZL) qui n’aurait que deux types de pieces de valeurs respectives 3 ZL et 5 ZL.

Un entier naturel n sera dit possible si n Zlorks peuvent s’obtenir avec des piéces de 3 ZL et de 5 ZL.

Sinon, il sera dit impossible.

Par exemple, 11 est possible car 11 ZL s’obtient avec deux pieces de 3 ZL et une piece de 5 ZL.

1

1. Montrer que 21 est un nombre possible. 11
2. Entourer (respectivement barrer) les nombres impossibles 71
(respectivement possibles) de la grille ci-contre. 31
Compléter a cet effet la grille proposée en annexe. a1

51
61
a
81
91

2
12
22
32
42
52
62
72
82
92

3456 7 8910
131141516 1718 19|20
23 24 25 26 27 28 29 30
33 34 35 36 37 38 39 40
4344 45 46 47 48 49 50
53 54 5556 57 58 59 60
63 64/65 66 67 68 69 70
73 74 7576 77 78 79 80
83 84 85 86 87 88 89 90
93 94/95 96 97 98 99100

3. Le plus grand des nombres impossibles est appelé le nombre de Frobenius de la situation, ici avec des pieces de

3ZLetde5ZL. Onle note F(3;5).
A partir de la grille, conjecturer la valeur de F(3;5).

4. Expliquer pourquoi on ne peut pas affirmer que la valeur proposée a la question 3 est la valeur de F(3;5).

o

6. Déduire de la question précédente la valeur de F(3;5).

Partie B

Montrer que si trois entiers consécutifs sont possibles alors tous les suivants le sont aussi.

Une entreprise de restauration commercialise des nuggets sous trois formats : 6, 9 ou 20 nuggets.

Un entier naturel n sera dit possible si une commande de boites de 6, 9 ou 20 nuggets permet d’avoir exactement n

nuggets. Sinon, il sera dit impossible.

1. Prouver que 44 est un nombre possible.

2. Entourer (respectivement barrer) les nombres impossibles (respectivement

possibles) de la grille ci-contre.
Compléter a cet effet la grille proposée en annexe.

3. En déduire le nombre de Frobenius de cette situation (que I'on note

F(6;9;20)). Bien justifier.

[1123]a]s[6[7]8]9[10]
1111211311415 16 17 1819 20

21122 23 24 25 26 27 28 29 30
3132 33 34 35 36 37 38 39 40
4142 43 44

4. Afin de limiter le mécontentement des clients, cette enseigne a décidé de

commercialiser aussi un format de 4 nuggets.

Déterminer le nouveau nombre de Frobenius de cette situation (que I'on note F(4; 6;9; 20)).
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Annexe

Groupe :

Membres du groupe :

Partie A, question 2

Partie B, question 2

NUMWORKS

%iwxat[/\

123 45 67 8 910
111213 14 15 16 17 18 19 20|
2122 23 24 25 26 27 28 29 30|
3132 33 34 35 36 37 38 39 40
4142 43 44 45 46 47 48 49 50|
51|52 53 54 55 5657 53 59 60|
6162 63 64 65 66 67 68 59 70
717273 74 75 76 77 78 79 80|
8182 83 8485 86 87 8889 90|
91 92 93 94 95 96 97 98 99100

[112]3]4[s]6[7]8]9][10
11111211314 1516 171819 20
2122 2324 25 26 27 28 29 30
31/32 3334 35 36 37 38139 40

41 42 43 44
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