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Olympiades nationales de mathématiques

Session 2024

Exercices académiques (2h)

Candidats de la voie générale ayant suivi I’enseignement de spécialité mathématiques

9 indications avant de commencer :

1. Pour cette partie, la recherche est en équipe.

2. Le sujet contient 5 pages numérotées de 1/5 a 5/5.

3. Les régles, compas, rapporteurs, équerre, ciseaux et calculatrices sont autorisées selon la
réglementation en vigueur.

4. Enlieu et place de votre nom vous porterez sur votre copie le nom du groupe ainsi que les numéros des
membres du groupe qui vous seront donnés par I’établissement.

5. Afin de faciliter le travail de correction, il est demandé de rédiger sur des feuilles distinctes les solutions
des exercices 3 et 4 (un en téte par exercice) et de numéroter, par exercice, vos pages.

6. Sivous n’arrivez pas a formuler une réponse compléte, il est néanmoins conseillé d’exposer le bilan des
recherches que vous avez pu entreprendre. |l est également conseillé d’accorder une heure a un premier
exercice, puis de passer au deuxieme quitte a revenir ensuite au premier.

7. Sivous repérez ce qui vous semble étre une erreur d’énoncé, indiquez-le sur votre copie en expliquant
les initiatives que vous avez été amenés a prendre et poursuivez votre composition.

8. Il nest pas nécessaire de résoudre toutes les questions des deux exercices pour obtenir en fin de
compte la note ou une appréciation maximales.

9. Les énoncés doivent étre rendus au moment de quitter définitivement la salle de composition.
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Exercice 3

Un polyomino est une figure obtenue par un assemblage de carrés identiques :

e Les différents carrés constituant un polyomino ne peuvent se chevaucher.
e Parailleurs, quand deux carrés sont en contact, ils doivent se toucher par un coté complet.

En fonction du nombre de carrés constituant un polyomino, on parlera de monomino (un seul carré), de domino (deux
carrés), triomino (trois carrés), et ainsi de suite.

m m o [T

Monomino Domino Triomino Tétramino. fl g ure 1 )

Deux polyominos sont considérés comme identiques s’ils sont « superposables » (par rotation, symétrie, translation).

Par exemple, les trois pentaminos ci-contre sont identiques. [F ﬂ
(figure 2)

Partie A
Le tableau ci-contre donne le nombre B, de polyominos 1 5 3 2 5
différents en fonction du nombre n de carrés le constituant.
P, 1 1 2 5

1. Montrer que P, = 5.

2. Compléter le tableau en déterminant Ps.

3. Pour tout entier naturel non nul n, P, est-il une fonction affine den ?

4. De méme, peut-on déterminer trois réels a, b et c tels que pour tout entiern > 2 :

P,=an*+bn+c?

Partie B

Pour m et n entiers naturels non nuls, notons R(m, n) le rectangle constitué de carrés identiques a ceux d’un polyomino
donné : m carrés dans sa longueur et n carrés dans sa largeur.

Voici par exemple R(6,2) :

On désigne aussi par C(n) le rectangle R(n, n).

On consideére un triomino en forme de L comme représenté ci-contre.

1.
a. Montrer que I'on peut construire un rectangle en assemblant des triominos en forme de L.
On dira alors qu’on a pavé ce rectangle a I'aide de triominos L et que ce rectangle est pavable par le triomino L.
b. En déduire qu’on peut paver un carré C(6) a I'aide de triominos en forme de L.
A I'aide de triominos en forme de L, déduire de la question précédente un pavage d’un agrandissement
de facteur 6 du triomino en forme de L. (voir le renvoi * en bas de cette page).
2.
a. AVlaide de triominos en forme de L, trouver un pavage d’un agrandissement de facteur 2 du triomino en
forme de L.
b. Soit k un entier naturel non nul.
A l'aide de triominos en forme de L, déduire de 2a une méthode pour construire un pavage d’un
agrandissement de facteur 2% d’un triomino en forme de L.
G F
*2la : (*) Ici le carré DEFG est un agrandissement de facteur 2 du carré DCBA.
ok On remarquera les alignements nécessaires pour parler d’agrandissement.
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Partie C

On dit qu’un polyomino P est :

e rectifiable lorsqu’il existe un rectangle pavable avec le polyomino P ;

e auto-pavant lorsqu’il existe un agrandissement de lui-méme pavable avec ce polyomino P.

1. Soit n un entier naturel avec n = 3. Montrer gu’il existe toujours un polyomino rectifiable résultant d’un

assemblage de n carrés et qui ne soit pas un rectangle.

2. Paver un rectangle R(10,5) par un pentamino de forme celui de la figure 2. Que peut-on en déduire ?
3. Donner un pentamino non rectifiable en expliquant pourquoi il ne vous semble pas rectifiable.

4. On considere un polyomino P rectifiable et I'on suppose que ce polyomino pave le rectangle R(m, n).
a. Expliquer comment obtenir un pavage du rectangle R(m X n,m) a partir du pavage de R(m, n).

En déduire un pavage du carré C (m X n).

b
c.  Montrer qu’il est alors possible d’obtenir un agrandissement du polyomino initial selon un facteur m x n.
d

En déduire une propriété pour les polyominos rectifiables.

Partie D

On dit qu’un polygone est pavant lorsqu’un ensemble de ses
configurations permet de paver le plan (une application des
polygones pavants est celle de pouvoir carreler une piéce plane avec
des carreaux ayant pour forme celle du polygone, quitte a faire
quelques découpages d’ajustement sur les bords).

1. Montrer qu’un pentagone régulier n’est pas pavant.

2.  Montrer que tout polyomino rectifiable est pavant.

sl
]
T

Hexamino pavant

3. Onadmet que la proposition suivante est vraie : « Si un polyomino est auto-pavant alors il est pavant ».

Sa réciproque est-elle vraie ?

3
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Exercice 4

On appelle triplet pythagoricien tout triplet (a ; b ; c¢) d’entiers naturels strictement positifs tels que :
a? + b? = c?
Ces triplets de nombres peuvent étre associés aux longueurs des cétés d’un triangle rectangle.

Dans cet exercice, on s’intéresse a une méthode pour rechercher de tels triplets.

Partie A : Premiers triplets pythagoriciens.
1. Montrer que le triplet (3; 4; 5) est un triplet pythagoricien.
2. Montrer que, pour tout entier naturel n > 0, le triplet (3n; 4n; 5n) est un triplet pythagoricien.
3. Existe-t-il un nombre fini de triplets pythagoriciens ?
Justifier votre réponse.
4. a. Montrer que le triplet (10; 24 ; 26) est un triplet pythagoricien.
b. Est-il proportionnel au triplet (3; 4; 5) ?
5. On considére un triplet pythagoricien (a; b; c) tel que a, b et c¢ soient divisibles par un méme nombre entier

strictement positif d.

b ¢
- =

P d) est également un triplet pythagoricien.

Montrer que le triplet (g ;

On dit que le triplet pythagoricien (a; b ; ¢) est une forme réduite si les trois entiers a, b et ¢ ne sont pas divisibles par

un méme nombre entier naturel autre que 1.

Par exemple, le triplet (3 ; 4; 5) est la forme réduite du triplet (9; 12; 15) car les entiers 3 ; 4 et 5 n’ont pas d’autre

diviseur commun positif que 1.
6. Quelle est la forme réduite du triplet (10; 24; 26) ?

On appellera par la suite famille d’un triplet pythagoricien (a; b; ¢) de forme réduite, I'ensemble des triplets

pythagoriciens (an ; bn; cn) pour tout entier n > 0.

Partie B : Recherche de triplets pythagoriciens

Dans la premiére partie, deux familles de triplets pythagoriciens ont été découvertes.

Afin d’en expliciter de nouvelles, on se place dans un repére orthonormé (0 ; I, J) et on s’intéresse aux points de

coordonnées rationnelles du cercle C de centre O et de rayon 1.

Un point est dit de coordonnées rationnelles si son abscisse et son ordonnée sont des nombres rationnels, c’est-a-dire

pouvant s’écrire comme quotient d’un entier naturel par un entier naturel non nul.
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On rappelle que I'équation du cercle C est x? + y? = 1, ce qui signifie qu’un point de coordonnées (x ; y) appartient au

cercle C si et seulement si x? + y2 = 1.

C
1. On considére des entiers p,p’, q, ¢’ strictement positifs.
Montrer que le point de coordonnées (2 ; z—:) appartient au cercle C si et seulement
sile triplet (pq’; p'q; qq’) est un triplet pythagoricien.
2. a. Montrer que le point de coordonnées (18—7 ; g) appartient au cercle C.
b. En déduire une nouvelle famille de triplets pythagoriciens.
On considére désormais une droite d, passant par le point A(0 ; 1) et de coefficient c
directeur —r ou r est un nombre rationnel avec 0 < r < 1. ,tl P‘ -
CIEEEEEE i 4
Cette droite est sécante avec le « quart » du cercle C (voir ci-contre) : I'intersection i
est donc un point P de coordonnées (x; y) avec x dans |0 ; 1] et y dans [0 ; 1]. i
|
3. a. Montrer que les coordonnées (x ; y) de P vérifient : {32 j_ 1’2_:‘1 o T }L
y=1-1rx
b. Endéduire que le couple (x ; y) est alors solution du systeme { _ 2
1+712

. . . . . . 2r  1-r?
c.  Conclure que les coordonnées du point d’intersection P de la droite d et du cercle C s’écrivent (1+T2 ; 1+T2).

d. En rappelant que r est un nombre rationnel strictement compris entre 0 et 1, montrer que le couple

( 2r 1-712

5 2) est un couple de nombres rationnels strictement positifs.
1+r 1+r

5 . . -
4. a. Enprenantr = > déterminer un nouveau triplet pythagoricien.
b. Est-ce une forme réduite ? Si non, la calculer.

c. Aquelle valeur de r correspond le couple (1—87 ; g) de la question 2. a. de la partie B ?
Partie C : Des triplets pythagoriciens réduits.

. ;. . .y . N . P .
Dans cette partie, on suppose que r est écrit sous la forme d’une fraction irréductible, c’est-a-dire sous la forme r = ;ou
p et g sont deux entiers naturels premiers entre eux avec p < q.

1. En utilisant les résultats de la partie B, montrer que le triplet (2pq; q*> —p?; q* + p%) est un triplet
pythagoricien.
2. Montrer que si p et q sont impairs alors (2pq ; q* — p?; q* + p?) n’est pas une forme réduite.

3. Montrer que p et g sont de parité différente alors le triplet est écrit sous forme réduite.

(Exercice inspiré de I'article « A la recherche des triplets pythagoriciens » de Issa, Victor, Sarem, William, dans Images des

mathématiques, CNRS, 2023).
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