EXERCICE 3 : CARRES DE DIRICHLET

Partie 1

1. %(4+3+2+3)=12/4=3,
%(3+4+3+4)=3,5
% (4+5+3,5+3,5)=4

2. |l suffit de mettre des 1 sur le « tour extérieur ».

3. a. Par définition d’un carré de Dirichlet, a=% (0+1+b+c) d’ou 4a=b+c+1
b. On obtient de méme trois autres équations 4b=a+d, 4c= a+d, 4d = b+c.
De ces quatre équations, on peut en déduire une solution : a=7/24, b=1/12, c=1/12, d=1/24...
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Cela donne au final le carré de Dirichlet 0 | 728|112 0
suivant : 0 |112|124] 0
0 0
c. d.
0 1 puis 6 0 o0 0 o0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 |1/12|7/24| O 0 ‘1/12 7/24‘ 1 0 |1/24|1/12| O 0 |1/24 1/12‘ 0 0 |1/12|1/24| O 0 |1/12|1/24| O 1 [7/24|1/12| O
autres par
0 |1/24|1/12| O . 0 ‘1/24 1/12‘ 0 0 |1/12(7/24| 1 0 |1/12(7/24| O 0 |7/24|1/12) 0 1 |7/24|1/12| O 0 |1/12|1/24| O
« rotations —J
0 0 0 o0 0 o0 0 1 10 0 0 0o 0
ou

symétries »

4. a. Ce qui compte, c’est que les deux valeurs touchant un sommet du carré aient la méme somme.

On peut ainsi proposer : s s 4 5
0 ‘4,5 35/ 0 5|45 3,5‘ 0

0 ‘5,5 45| 9 0 |55 4,5‘ 9

13 0 13 0

b. En haut a gauche : 9= 9+0 = 8+1=... = 0 +9 soit 10 couples possibles

Et de méme, 6 couples en haut a droite, 10 en bas a gauche et 14 en bas a droite. a .
On pourrait ainsi construire 10 X 6 X 10 X 14 carrés différents. b EL
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5. a.Supposant G dans le carré intérieur et a, b, ¢, d ses quatre voisines.

Comme G est la plus grande des valeurs du carré de Dirichlet alors : a< G,b < G,c < G, d < G.

. . .. . . ofas N a+b+c+d Gx4 .
Supposons qu’|I existe une des quatre voisines strictement inférieure a G, par exemple a, alors Y < > soitG<G

N S
G

ce qui est aburde.
On en déduit que donc toutes les voisines de G sont égales a G.
En refaisant ce raisonnement pour les voisines de G situées dans le carré intérieur, on montre de proche en proche que
toutes les valeurs du carré de Dirichlet sont égales a G.
b. Si G est dans le carré intérieur, alors toutes les valeurs du carré de Dirichlet sont égales a G, ce qui est absurde si le
tour extérieur contient au moins deux valeurs disctinctes. On en déduit que dans ce cas, la plus grande valeur du carré
de Dirichlet est donc nécessairement sur son tour extérieur.
Partie 2

1. a.Onaadditionné les valeurs situées au méme emplacement.
b. Si M et N sont des carrés de Dirichlet, pour les cases en haut a droite, on a :
a=% (10+14+b+c) et A=Y (1+12+B+C) donc a+A = % (10+14+b+c+1+12+B+C) = % (26 + 11 + (b+B)+(c+C))
donc a+A est bien la moyenne de ses voisines.
En raisonnement de mémes pour les autres cases des carrés intérieurs, on montre ainsi que si M et N sont des carrés de
Dirichlet, il en est de méme de la grille 6.

2. a=(14+b+c+10)/4 donc at=(14t+bt+ct+10t) /4.
La case en haut a gauche de la nouvelle grille est bien la moyenne de ses quatre voisines.

3. On effectue des « combinaisons linéaires » des tableaux de la partie 1 question 3.
Celadonneenhautégauche:14><l+ 6X—+ 0X—+8X—+4X—+7X—+5x—+ 10xX—=09.

24 12 12 - 24 24 12 12 24

En raisonnant de méme, on obtient : 10 s ] 0
5 |27/4| 6 8

7 4

4. a.Onraisonne comme aux questions 1 et 2 (avec t=-1) de la partie 2.
b. Si la grille 10 est un carré de Dirichlet, alors 9-A = %(0+0+0+0) = 0 donc 9-A = 0 donc A= 9. De méme B=b, C=c, D=d.
c. Il'y a bien qu’un seul quadruplet (a; b; c; d) permettant de transformer la grille M en un carré de Dirichlet : celui
déterminé a la question 3.



Exercice 4 : ENCORE DES MOYENNES

2X15+12x8+7%X12
1. —————— =10 .Dons sa moyenne est 10.

2+4+12+7

2. Soit x le nombre de notes égales al5.
5X7+6X9+3X10+4X12+13+xX15 10

5+6+3+4+1+x

Dot 221X — 10 donc 180 + 15x = 190 + 10x d’ou x = 2.

19+x
Il a eu deux notes égales a 15.

3. Soit x le nombre de devoirs dont la note est 15, y le nombre de devoirs dont la note

est 8 et zle nombre de devoir dont la note est compris entre 8 et 15.

15x+8y+12z

Donc ———=10.
x+y+z

D'ou 15x + 8y + 12z = 10x + 10y + 10z donc 5x — 2y + 2z =0
Donc 5x =2(y —2).

x est donc un nombre pair or x # 0 donc x > 2.

D'ou5x =10doncy —z=5etdoncy =z +5.

Orz > 1ldoncy > 6.

4. Soit x le nombre de devoirs dont la note 15 de Pierre.
_ 12x+72+15x __ 27x+72 __ 9x+24

Sa moyenne est donc x; = =
3x+6 3x+6 x+2

. — 6x+108+30x 12x+36

La moyenne de Sophie est x,= =
3x+9 x+3
R — 12x+36 9x+24 11x+28
Or x,=X%; + 2 donc = +2=
x+2 x+2

Doux*—x—12=0
A= 49 donc 2 solutions x; = —3 et x, = 4. (Le passage par le discriminant n’est pas exigible)
Le nombre de devoirs dont la note est 15 de Pierre est 4 sa moyenne est donc de 10

et celle de Sophie est de 12.



